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Ostatnio pomagalem w rozwiazywaniu tych zadan, a wiec, jak juz rozwiazania sa gotowe, to postanowitem
si¢ nimi podzieli¢ z innymi - moze komus pomoga w przygotowaniu si¢ do wlasnego egzaminu. Potraktowatem
ten plik jako swego rodzaju skrypt do rozwiazywania zadan egzaminacyjnych - postaralem si¢ zawrzeé¢ wen
wszystkie najwazniejsze schematy rozumowan, z ktorych wynika wiekszo$é zadan, jakie moga sie trafié.
Jest to $wietny egzamin do tych celéw, gdyz pojawilo sie nan wiekszosé takich pomystéw. Przy okazji, do
niektérych z zadan dodalem kilka ciekawostek, ktére moga sie spodobaé glodnym wiedzy :)

1 Czesc¢ teoretyczna
Rozwiazuje tylko podpunkty (b), bo (a) to jedynie podawanie znanych definicji i faktéw z wykladu/skryptu.

1. Permutacji zbioru {1,2,...,n} jest n! (na miejsce 1 wstawiamy liczbe od 1 do n na n sposobéw, potem
na kazde nastepne liczbe jeszcze nieuzyta na n — 1, n — 2, ... sposobdéw). Permutacji parzystych z
kolei jest tyle samo, co nieparzystych (miedzy tymi zbiorami jest bijekcja bedaca mnozeniem przez
transpozycje (1,2)), wiec [4,] = % = 1|S,|. Stad, [S, : A,] = 2, a to, jak wiadomo, implikuje
normalnosé A,, <.5,.

2. Mnozenie (aH) - (bH) = (ab)H jest sensownie okreslone (tzn. nie zalezy od wyboru reprezentantéw
warstw), gdyz jedli aH = a'H, bH = b'H, to a=*a’ € H oraz b='¥' € H, czyli

(ab)"ta'b =bta"td'b =b " (a Tt )b- bW € H

bo pierwszy czlon (przed znakiem mnozenia) to sprzezenie elementu a~'a’ € H elementem b € G,
ktére, z normalnosci H, lezy w H; za$ drugi czlon to po prostu element H, czyli ich iloczyn lezy w H.
Stad wiec faktycznie (ab)H = (a'b')H.

3. Z1o ~ Zs X Zs, bo NWD(2,5) = 1. Dokladniej: grupa po prawej stronie ma element (1,1) rzedu
10, a przy tym jest 10-elmentowa, czyli jest to 10-elementowa grupa cykliczna, a wigc taka sama, jak
Z1o. Pamietajmy przy tym, ze rozpatrujac Z, jako grupe (cykliczna) mamy na mysli, ze operacja
grupowa jest dodawanie modulo n (wiec elementem neutralnym jest 0). Z kolei S5 nie jest iloczynem
prostym swoich dwéch podgrup wlasciwych. Aby to zobaczyé, zauwazmy, ze |Ss| = 3! = 6, czyli jedyne
podgrupy wlasciwe S5 maja moce 2 i 3 (bo musza to byé rézne od 6 i 1 liczby dzielace liczbe 6), wiec sa
to podgrupy cykliczne. Stad, gdyby S3 bylo iloczynem prostym tych podgrup, to S3 ~ Z3 X Zo ~ Zg,
czyli w szczegblnosci Ss byloby abelowe (nawet cykliczne), a nie jest, bo na przyklad

(12)(23) = (312) # (321) = (23)(12)

4. Zalézmy, ze element p dziedziny R jest pierwszy, a przy tym rozkladalny, czyli, ze p # 0 i mozna go
roztozy¢ na iloczyn dwoéch nieodwracalnych elementéw, tzn. p = ab, gdzie a,b ¢ U(R). Skoro p = ab,
to plab, wiec (skoro p jest pierwszy), pla lub p|b. Bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze pla. Oznacza to,
ze a = pr dla pewnego r € R. Woéwczas p = ab = prb, wiec skoro R jest dziedzina, to 1 = rb (bo
p(1—=br)=0,p#0, czyli 1 — br = 0), ale to oznacza, ze b jest odwracalny - sprzeczno$é.



5. Przykladéw mozna podawaé duzo (najbardziej popularnym chyba jest Z[\/g]), ale wydaje mi sie, ze
najszybszy w uzasadnieniu jest ten: Jesli K jest cialem, to R = K[x?, 23] jest dziedzina (bo, ze wzgledu
na stopnie wielomianéw, zero mozna otrzymac jedynie mnozac wielomiany stale, a przy tym wielomiany
stale to elementy ciala, co juz oczywidcie jest dziedzina) bez jednoznacznosci rozktadu (bo element z°
ma dwa rozklady 23 - 23 i 22 - 22 - 22, o réznych liczbach czynnikéw nierozkladalnych - elementy te sa

nierozkladalne ze wzgledu na stopnie, bo w R nie ma elementu x).

Czes¢ zadaniowa

1. Zauwazmy, ze [+J = R. Istotnie, 3 € T oraz 5 € J, wiec2 =5—-3 € [+J, wiectez 1 =3—2 € I+J. Stad
w szczegdlnosci I 4 J, jako caly pierscien, jest ideatem pierwszym w R. Ponadto, na mocy Chinskiego
Twierdzenia o Resztach (CRT) mamy R/(INJ) ~ R/I X R/J ~ 7Z3 x Z5 ~ Z5 - nie jest to dziedzina,
gdyz 3 -5 = 0 jest zerowym iloczynem niezerowych elementéw. Stad wiec I N J nie jest pierwszy (bo
inaczej iloraz bylby dziedzina).

Uwaga: SkorzystaliSmy tutaj z ogélnego faktu, ze jesli n € Z, to Z[x]/(n, x) ~ Z,,. Zakladam, ze jest
to znane, ale jeli nie, mozna to pokazaé z twierdzenia o izomorfizmie: bierzemy homomorfizm
¢ : Zlx] — Z, zadany przez ¢(f) = f(0) (mod n). Jest to homomorfizm, gdyz waluacja w
pierscieniach przemiennych zawsze jest homomorfizmem. Jest ponadto epimorfizmem (tzn. ”na’”),
gdyz biorac wielomian staly réwny r € {0,1,...,n—1} mozemy dostaé¢ kazda warto$¢ w Z,,. Jadro
tego homomorfizmu to ker(¢) = (n, ), bo:

7C7: Jedli ¢(f) =0, to £(0) =0 (mod n), wiec piszac f(r) = ag + a1z + ... + axz® mamy n|ag, czyli
piszac ag = nb, mamy f =n-b+z-(a; +... +apx""1) € (n, x).

"7 Jedli f € (n,x), to mamy f = n - (ag + ... + axgz®) + x - (by + ... + br!) mamy ¢(f) =
0-(...)4+0-(...) =0 (pierwsze zero, bo robimy modulo n, drugie zero, bo bierzemy x = 0). O

2. Tres¢ o tym nie wspomina (zapewne liczac, ze studenci sie domy$la, bo np. moglo byé podobne zadanie
na wykladzie), ale dzialania w tym pierscieniu wykonujemy po wspélrzednych, tzn. (f + g)(z) =
f(z) + g(x) oraz (fg)(z) = f(x)g(x). Ponadto, elementem neutralnym dodawania jest funkcja stala
rowna 0, za$ mnozenia: funkcja stata rowna 1.

(a) Nalezy sprawdzi¢ dwie rzeczy: Vs gerf —g € I oraz Vyer, ger fg € I. Obydwa sprawdzamy biorac
waluacje w 0 oraz w 1: (f —¢)(0) = f(0)—¢g(0)=0—-0=0, (f—g)(1) = f(1)—g(1) =0—-0=0,
(f9)(0) = f(0)g(0) = 0- g(0) = 0 oraz (fg)(1) = f(1)g(1) = 0-g(1) = 0.

(b) Dla danego xg € [0, 1], oznaczmy I, = {f € R: f(xo) = 0}. Jest to ideal, co robimy identycznie
jak w punkcie (a), biorac waluacje w zo. Rozwazmy idealy dla o = 0 oraz z¢o = 1. Zauwazmy, ze
I+ =R,bo f+g=1dla f(z) =x € Iy oraz g(x) =1 — x € I;. Ponadto, I = Iy N I; (jasne).
Stad, na mocy Chinskiego Twierdzenia o Resztach (CRT) mamy R/I ~ R/Iy x R/I,. Wystarczy
zatem pokazaé, ze R/I,, ~ R dla dowolnego zy € [0,1] (wiec w szczegélnosci dla zo = 0 oraz
2o = 1). Robimy to przez twierdzenie o izomorfizmie: bierzemy przeksztalcenie ¢ : R — R zadane
przez waluacje ¢(f) = f(xo). Jest to homomorfizm, gdyz waluacja w pierécieniach przemiennych
zawsze jest homomorfizmem. Jest ponadto epimorfizmem (tzn. "na”), gdyz biorac wielomian staly
réwny r € R mozemy dostaé kazda warto$¢ w R. Jadro tego homomorfizmu to ker(¢) = I, co
jest jasne z definicji. Lacznie wiec, twierdzenie o izomorfizmie daje nam teze. [

Uwaga: WykazaliSmy pod koniec, ze R/I;, ~ R, co jest cialem, czyli I, jest idealem maksymalnym
dla kazdego xog € [0,1]. Istnieje ladny argument dotykajacy topologii, ze sa to jedyne idealy
maksymalne w R. Zalézmy mianowicie, ze M jest idealem maksymalnym w R r6znym od kazdego z
I.,. Oznacza to, ze dla kazdego ¢ € [0,1] istnieje f,, € M taka, ze f,,(xo) # 0. Z ciaglodci funkcji
fuo (dla g ¢ {0,1}), istnieje przedzial (az,,bs,), na ktérym f;, jest niezerowa. W przypadku
2o =0 lub zg = 1, jeden z koncéw jest domkniety - niech beda to [0,bp) oraz (ai,1]. Wyrzucamy
te dwa przedzialy z [0, 1] otrzymujac przedzial [by, a1]. Wéwczas rodzina {(as,, bz, ) : o € [bo,a1]}
stanowi pokrycie otwarte zbioru zwartego [bg, a1] (zwarto$é wynika z domknietosci, ograniczonosci



i zawartosci w R). Mozemy zatem wybraé¢ skoficzone podpokrycie {(as;,bs;) : 2; € [bo,a1], 1 <
i < n}. Niech f,, to odpowiadajace im funkcje. Wéwczas, funkcja

g=I3+[+) [l eM

i=1

jest funkcja niezerujaca sie w zadnym punkcie [0, 1] (wszedzie jest dodatnia). W zwiazku z tym,
funkcja é jest dobrze okreslona funkcja ciagla (nigdzie nie dzielimy przez 0), czyli é € R. Skoro
M jest idealem, to 1 = g - % € M, czyli M = R, co przeczy maksymalnoéci M (z definicji, ideal
maksymalny jest rézny od calego pierscienia).

3. Oznaczmy pierécienie dane w tresci kolejno jako Ry, R, R3 oraz R4. W pierécieniu R3 ideal I, przez
ktéry dzielimy, upraszcza sie do (2%, 2% 4+ 3) = (22,3), bo 3 = 2* + 3 — 22 - 22 € (2%,2% + 3) oraz
243 = 222243 € (22, 3). Mozemy zatem uproéci¢ postaé elementéw w Rs: dla dowolnego f+1 € R3,
gdzie f = ag + a1 + asx® + ...+ a,2" = ag + a1 + 2%(...) mozemy przeniesé czesé kwadratowa do I
otrzymujac f + I = ag + a1z + I. Dalej, biorac reszty z dzielenia przez 3: a = ag oraz b = a1, mozemy
napisa¢ f +I =a+ bz + 1 (bo 3 € I). Wybdr takich reprezentantéw jest oczywiscie jednoznaczny -
R3; ma zatem 9 elementéw (po 3 mozliwodci na wybdr a i b). Dzialania na takich elementach sa tez

wykonywane modulo 3.

Zauwazmy teraz, ze jako grupy addytywne, kazdy element w Ro, R3 i R4 ma rzad nie wigkszy niz 3
(jako iz dzialania sa wykonywane modulo 3, to dodanie trzykrotnie tego samego elementu daje 0). Z
kolei w R; istnieje element rzedu 9 (mianowicie 1) - stad wiec R; nie jest izomorficzny z zadnym z
pozostatych.

Zauwazmy teraz, ze w R, istnieje niezerowy element, ktérego kwadrat jest zerowy: jest to taka macierz,
w ktorej a = 0 oraz b = 1 (przyjmujac oznaczenia z tresci zadania). W pierScieniu Ry oczywiscie taki nie
istnieje, wiec R4 % Rs. Podobnie, w Rj3 istnieje niezerowy element, ktérego kwadrat to 0 - mianowicie
x + (3,2%). Stad wiec R3 % Ro.

Pokazemy teraz, ze Rs ~ R4. Wskazemy bezposrednio izomorfizm miedzy tymi pierscieniami. Skoro w
obydwu pierécieniach mamy niezerowe elementy, ktére w kwadracie sa zerami, to chcieliby$my przenie$é
te elementy na siebie. Ponadto, w homomorfizmach 1 przechodzi na 1, wigc chcemy przeniesé 1+ (3, 22)
na macierz identycznosci. Rozumowanie to prowadzi nas zatem do konkretnego przyktadu poprawnego
izomorfizmu:

pla+br+1)= (g 2)

Jest to oczywiscie bijekcja, ktéra przenosi 0 na 0 oraz 1 na 1. Latwo tez widaé, ze ¢(f+g) = ¢(f)+d(g).
Pozostaje zatem sprawdzié, ze ¢(fg) = ¢(f)é(g). Rozpisujemy (uwzgledniajac 22+ 1 =0+ I):

d((a+bx+I(c+dr+1)) = ¢(ac+ (ad+ bc)x + 1) =
_ <ac ad—i—bc) _
0 ac

SRR
= ¢(a+bz+ 1) $(c+dz+])

Ostatecznie wiec, przeksztalcenie ¢ jest homomorfizmem bijektywnym, czyli izomorfizmem, co konczy
rozwiazanie. Odpowiedz: jedyne izomorficzne sa Rs i Ry, za$ kazda inna para jest nieizomorficzna.

Uwaga: Jako iz plik ten ma za zadanie pokaza¢ wszystkie najwazniejsze motywy rozwigzan, wspo-
mnijmy jeszcze o kilku najuzyteczniejszych narzedziach w zadaniach tego typu: Jesli K jest cialem
(np. K=Q, K=R lub K = C, ale w szczegdlnosci K # Z), to K[z] jest dziedzing idealéw gléw-
nych. W DIGu R, kazdy ideal I jest generowany przez pojedynczy element a - wéwczas ” wszytkie
pojecia sie pokrywaja”, tzn. rownowazne sa nastepujace:



I jest pierwszy

I jest maksymalny
® q jest pierwszy

e ¢ jest nierozkladalny
R/I jest dziedzina
R/T jest cialem

W zadaniach tego typu, czestym schematem jest rozktadanie wielomianéw, przez ktére dzielimy,
a nastepnie stosowanie Chinskiego Twierdzenia o Resztach (CRT); zas, gdy wielomian jest nie-
rozkladalny, dostajemy cialo, co zazwyczaj implikuje jednoznacznie z czym mamy do czynienia.
Przydatnymi narzedziami w tego typu rozumowaniach sa:

e kryterium Eisenstein’a nad Q

e fakt, ze nad R nierozkladalne sa jedynie wielomiany stopnia pierwszego oraz te stopnia dru-

giego, ktére nie maja pierwiastkéw rzeczywistych

o fakt, ze nad C nierozkladalne sa jedynie wielomiany stopnia 1 (zasadnicze twierdzenie algebry)

o fakt, ze w pierScieniu przemiennym R dla dowolnego a € R, mamy R|z]/(z —a) ~ R

e twierdzenie o izomorfizmie (ktérego szczegdlnym przypadkiem jest poprzedni punkt)

e twierdzenie Bezout

o fakt, ze jesli R jest DJRem, to R[z] tez jest DJRem

o fakt, ze jesli ¢ : Ry — Ry jest homomorfizmem, to ker(¢) jest idealem w R

e znajdowanie elementéw nilpotentnych (czyli takich a € R, ze a™ = 0 dla pewnego n)

Dla przykladu rozwiazmy nastepujace zadanie (ujmujace wigkszosé z tych motywéw na raz):

Zadanie: Rozstrzygnaé, ktore z nastepujacych pierscieni sa izomorficzne:
RxR, C, Rlz]/(z?-1), R[z]/(z?), Rlz]/(z*+1)

Rozwigzanie: Jedynka w R X R jest element (1,1). Nie ma w tym pierscieniu elementu, ktéry w kwa-
dracie daje minus jedynke, tzn. (—1, —1) (gdyz kazdy element (a,b) po podniesieniu do kwadratu
daje (a?,b?), w ktérym elementy na obydwu wspoélrzednych sa nieujemne). Stad R x R 2 C.
Wielomian 22 +1 jest nierozkladalny nad R, wiec (22 +1) jest maksymalny, czyli Rlx]/(z%+1) jest
cialem. Przez postaé tego wielomianu, nietrudno sie domysli¢, ze powinno wyjé¢ C. Wskazujemy
zatem homomorfizm ¢ : R[z] — C zadany przez waluacje ¢(f) = f(¢). Waluacja jest homomorfi-
zmem; ponadto jest to epimorfizm, gdyz kazda liczba zespolona a + bi jest obrazem wielomianu
a+ bzx. Jadro ker(¢) (bedace idealem wlasciwym w R[z]) zawiera w sobie ideal generowany przez
2?2 + 1 (gdyz 22 + 1 zeruje sie na i). Mamy zatem (22 + 1) C ker(¢) C Rx], ale (2% + 1) jest
ideatem maksymalnym - stad (22 + 1) = ker(¢). Z twierdzenia o izomorfizmie dostajemy zatem
Rlz]/(z* +1) ~ C.

Dalej, zobaczmy, ze 22 — 1 = (z — 1)(z + 1) jest rozkladem na czynniki nierozkladalne nad R.
Ponadto, oznaczajac I = (z +1), J = (z — 1), mamy I +J =R, bo 1 = & — 2=l e T + J.
Dodatkowo I'NJ = ( —1), bo:

o jesli f € (2?2 —1),to f(x) = (2% — Dg(x) = (z — D) (x + V)g(x) € IN J;

e jedli f € INJ, to f(x) = (& — 1)g(x) oraz f(x) = (z 4+ 1)h(x), czyli f(1) =0 = f(-1).
Podstawiajac wiec x = —1 w f(z) = (z — 1)g(z), dostajemy 0 = f(—1) = (=2)g(—1), czyli
g(—1) = 0. Z twierdzenia Bezout oznacza to wiec, ze g(z) = (z + 1)¢1(z), czyli f(z) =
(z — Dglz) = (z — (e + Dgi(z) = (22 — g (x) - stad f € (22 — 1).

Na podstawie CRT widzimy zatem, ze R[z]/(z? — 1) ~ R[z]/(z — 1) x R/(x + 1) @R x R.
Na koniec, zauwazmy jeszcze, ze w pierscieniu R[z]/(2?) istnieje element nilpotentny, stopnia 2,

mianowicie z + (x2). Takie elementy nie istnieja jednak ani w R x R, ani w C. Podsumowujac wiec,
formalnie méwiac, dostaliSmy trzy rozltaczne klasy abstrakeji w relacji rownowaznosci izomorfizmu:

R xR ~R[z]/(z* —1), C=~R[z]/(z*+1) oraz Rz]/(z?)



4.

(a)

(b)

Z|[i] jest dziedzina euklidesowa, wiec w szczegdlnosci dziedzina ideatéw gléwnych. W DIGu nato-
miast ideal generowany przez element a jest maksymalny wtedy i tylko wtedy, gdy sam element
jest nierozktadalny. Nalezy zatem sprawdzi¢ rozkltadalnosé elementow 5, 7 oraz 5+ i. Przypomnij-
my, ze w dziedzinie euklidesowej, element jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy jego norma
wynosi 1. Jesli wiec znajdziemy rozklad elementu na dwa elementy o normie réznej od 1, bedzie to
istotnie nietrywialny rozklad. Mamy 5 = (2+i)(2—1), przy czym N(2+i) = 22+12 =5 # 1, czyli
I nie jest maksymalny. Dalej, 544 = (144)(3 — 2i), przy czym N(1+14) = 2 oraz N (3 —2i) = 13,
wigc I3 nie jest maksymalny. Pokazemy teraz, ze 7 jest nierozkladalny (tzn. I jest maksymalny).
Zaltézmy, ze 7 = (a + bi)(c + di), przy czym N(a + bi) # 1 # N(c + di). Przykladajac nor-
me do tej réwnosci dostajemy 49 = (a? + b?)(c? + d?). Skoro normy sa rézne od 1, a przy tym
N(x +iy) = 22 + y* > 0 dla dowolnych z,y € Z, to (a® + b?) = (¢? + d?) = 7. Zauwazmy jednak,
ze 7 nie da sie przedstawi¢ w postaci sumy dwdch kwadratéw liczb catkowitych (bo np. patrzac
modulo 4, kwadraty liczb calkowitych moga dawaé jedynie reszty 0 lub 1, wiec suma dwéch takich
nie da reszty 3) - sprzecznosé.

Niech I = (3 — 6¢,6 + 2i). Pokazemy, ze I = R, czyli, ze generatorem tego idealu jest 1. Mamy
I>(642i)i+(3—6i)=—-2+6i+3—6i=1, wiec faktycznie 1 € I.

Uwaga: Zauwazmy, ze dokladnie tym samym argumentem, co w punkcie (a), mozna pokazaé, ze liczba

pierwsza p (pierwsza w sensie Z) jest nierozkladalna w Z[i], gdy p = 3 (mod 4). Okazuje sie, ze
wynikanie jest réwniez w druga strone: jesli p € Z jest liczba pierwsza, to jest nierozktadalna w Z[i]
wtedy i tylko wtedy, gdy p = 3 (mod 4). Co bezposrednio z tym zwiazane: Liczba pierwsza p € Z
jest przedstawialna w postaci sumy dwoch kwadratéw liczb catkowitych wtedy i tylko wtedy, gdy
p # 3 (mod 4) - fakt ten nazywa sie czasami Srednim lub Swigtecznym Twierdzeniem Fermata
(lub Fermata-Eulera) i jest klasycznym rezultatem pokazujacym, ze algebra abstrakcyjna potrafi
da¢ bardzo rzeczywiste rezultaty.

Niech s oznacza liczbe 11-podgrup Sylowa w G. Z twierdzenia Sylowa wiemy, ze s =1 (mod 11)
oraz s | |G|. Skoro 165 = 3 -5 - 11, to jedynymi dzielnikami 165 sa 1, 3, 5, 11, 15, 33, 55, 165,
wiec mozliwe jest jedynie s = 1 (zadna inna liczba nie daje reszty 1 z dzielenia przez 11). Jedli H
jest ta podgrupa, to dla dowolnego g € G podgrupa g~'Hg réwniez ma 11 elementéw, wiec jest
11-podgrupa Sylowa - z jedynoéci wiec mamy g ' Hg = H, co pokazuje normalnoéé H. Wéwczas

G/H| = [G: H] = {5 = 12 =15.0

7 powyzszego mamy H < G takie, ze grupa G/H ma rzad 15. Przeprowadzajac identyczny argu-
ment, jak wyzej, pokazujemy, ze grupa G/H posiada jedyna (wiec normalna) 5-podgrupe Sylowa
F/H (w grupie ilorazowej G/H kazda podgrupa normalna jest postaci F'/H dla pewnej podgrupy
normalnej F' 4 G). Z trzeciego twierdzenia o izomorfizmie mamy zatem (G/H)/(F/H) ~ G/F,

a wiec dostaliémy normalna podgrupe F w G, dla ktérej |G/F| = 1%5; =L =3 ayliw

szczegdlnodei jest to grupa cykliczna (gdy rzad grupy jest pierwszy, to jest ona cykliczna). O

Uwaga: W obydwu podpunktach uzyliSmy podobnego argumentu. W (b) pokazal on jedynie, ze w

grupie rzedu 15 istnieje normalna 5-podgrupa Sylowa. Mozna to jednak pociagnaé znacznie dalej i
pokazaé, ze grupa rzedu 15 musi w ogdle by¢ cykliczna. Da sie to nawet uogdlni¢ do nastepujacego
faktu (z ktérego wynika wigkszos$é zadan na egzaminach z grup Sylowa, wigc warto pamigtaé ten
schemat dowodowy):

Twierdzenie: Jesli G jest grupa skonczong o mocy pq, gdzie p i g sa liczbami pierwszymi, spelnia-

jacymip <qiptq—1,to G jest cykliczna.

Dowdéd: Niech s, i s, oznaczaja odpowiednio liczby p- i g-podgrup Sylowa w G. Wartosci s, 1 s, dzielg

|G|, wiec naleza one do zbioru {1, p, ¢, pg}. Ponownie s, =1 (mod p) oraz s, =1 (mod g¢), co na
mocy warunkéw p < ¢, pt ¢ — 1 daje jedyng mozliwosé¢ s, = 1 = s,. Pokazuje to zatem, ze jesli P
jest p-podgrupa Sylowa w G, za$ @ jest g-podgrupa Sylowa w G, to sa one jedyne. Naszym celem
jest pokazanie, ze w G istnieje element rzedu pg (bo wtedy G jest generowana przez ten element).
Przypu$émy zatem przeciwnie, ze nie ma takiego elementu. Rzad dowolnego elementu w G jest



dzielnikiem |G|, wiec mozliwe (pozostale) rzedy to 1, p i ¢. Wowczas
G={e}UAUB, gdzie A ={a € G:o(a) =p} oraz B={be G:o(b) =q}

jest sumg parami rozlacznych zbioréw. Zauwazmy, ze jezeli a € A, to |(a)| = p, czyli (a) jest p-
podgrupa Sylowa w G, co z jedynosci oznacza, ze (a) = P. W szczegdlnosci a € P\ {e}. W zwiazku
z tym, w G istnieje jedynie p — 1 elementéw rzedu p, czyli |A] = p — 1. Analogicznie |B| = g — 1.
Lacznie zatem dostalismy pg = |G| = |[{e}| + 4|+ |B|=1+(p—-1)+(¢—1) =p+q—1, czyli
O0=pg—p—q+1=(1-p)(1—gq). Daje to jednak p =1 lub ¢ = 1, ale 1 nie jest liczba pierwsza.
Sprzecznosé ta dowodzi zatem tezy. U

Na zakoficzenie tego (przydlugiego) pliku wspomne jeszcze o jednym waznym aspekcie, ktéry nie byt po-
ruszony w zadnym z zadan: Badanie kiedy pierScien postaci Z[\/&] jest dziedzina z jednoznacznoscia rozktadu
/ dziedzina idealéw gléwnych / dziedzina euklidesowa. Przede wszystkim, w dowolnym pierscieniu przemien-
nym, bycie dziedzing euklidesowa implikuje bycie DIGiem, za$ bycie DIGiem implikuje bycie DJRem. Czesto
zatem w zadaniach typu ”Pokazaé, ze Z[\/E] nie jest DJRem dla d = ...”, rozwigzania polegaja na tym, ze
wskazujemy palcem taki element p, ze

e p ma dwa rézne rozklady (réznej dlugosci lub skladajace sie z odpowiednio niestowarzyszonych ele-
mentéw) - wtedy pierscien nie moze byé DJRem, a wiec tez w szczegdlnosci DIGiem

e p jest nierozkladalny, a przy tym nie pierwszy - w DJRze (wiec tym bardziej w DIGu) bycie elementem
nierozktadalnym jest réwnowazne byciu elementem pierwszym, wiec prowadzitoby to do sprzecznosci

Ogoblne okrelenie kiedy Z[v/d] (dla d ¢ {0,1}) nie jest DJRem jest trudne - na czas pisania tego skryptu,
problem ten pozostaje otwarty. Calkiem latwo mozna jednak udowodnié, ze:

e Dlad e {-2,-1,2,3}, Z[V/d] jest dziedzing euklidesowa (wzgledem normy N(a + bv/d) = |a® — db?|),
wiec w szczegblnosci DJRem

e Jedlid < —21i41d, to Z[v/d] nie jest DJRem

o Jedli d jest bezkwadratowa (tzn. jest niepodzielna przez kwadrat zadnej liczby pierwszej) oraz d = 1
(mod 4), to Z[v/d] nie jest DJRem

Naszkicuje dowody i zachecam do samodzielnego uzupelnienia brakéw: Pierwszy z tych rezultatéw spraw-
dzamy wprost z definicji dziedziny euklidesowej. Pozostale dwa rezultaty bazuja na tym samym pomysle:
dowodzimy, ze element 2 nie jest pierwszy, bo albo dzieli d = (v/d)?, nie dzielac v/d (bo 4 1 d), albo dzieli
d—1=(v/d—1)(v/d+1), nie dzielac zadnego z tych czynnikéw (przez obecnoéé cztonu +1). Z kolei element
ten jest nierozkladalny, bo inaczej, piszac 2 = (k + Iv/d)(m + nv/d) dla nieodwracalnych elementéw i przy-
ktadajac norme, mieliby$my 4 = |k? — dI?| - |m? — dn?|. Dla d < —3 mamy jednak 2% — dy? > 3, wiec taki
rozktad nie bytby mozliwy. Z kolei dla bezkwadratowej d = 1 (mod 4) kongruencja x? — dy?> = 2 (mod 4)
nie ma rozwiazan. Do wykoficzenia tego argumentu, trzeba teraz postuzy¢ sie nastepujacym (ogdélniejszym)
faktem dla p = 2 (ktérego dow6d zostawiam jako éwiczenie korzystajace z podobnych motywéw):

Twierdzenie: Dana jest taka liczba bezkwadratowa d € Z \ {0,1}, ze Z[V/d] jest DJRem. Wéwczas dla
dowolnej liczby pierwszej p niedzielacej d réwnowazne sa:

1. d jest reszta kwadratowg modulo p
2. p = |z? — dy?| dla pewnych catkowitych x,y

Zwr6éémy jeszeze uwage na jedna kwestie: bardzo uzytecznym narzedziem w rozumowaniach tego typu
jest norma (multiplikatywna!) N(a + bv/d) = |a® — db?|. Warto sobie jednak u$wiadomié, ze samo istnienie
normy multiplikatywnej nie implikuje, Ze jesteSmy w dziedzinie euklidesowej (dlatego rozwazania te w ogéle
maja sens). Do tego potrzeba by jeszcze byla mozliwo$¢ wykonywania dzielenia z reszta: dla dowolnych
a € R, 0 # b € R istnieja takie k € R, r € R, 7ze a = bk + r, gdzie N(r) < N(b). Na ogé!l zatem, norma,
ktéra sie postugujemy, nie spelnia tego warunku. Co warto tez podkreslié to to, ze fakt "N(a) =1 <= a
jest odwracalny” zachodzi jedynie w dziedzinie euklidesowej - tym bardziej wigc, na ogdl (w szczegdlnosei w
nie-DIGu czy nie-DJRze), nie mozna z tego korzystaé.
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